4.3.2. Po ¢astech lineérni aproximace

Pfi po castech linearni aproximaci neboli aproximaci lomenou piimkou nahradime
nelinedrni charakteristiku piimkovymi Useky, spojujicimi  sousedni meérené body.
Charakteristika je tak v jednatlivych intervalech linearizovana. Na obr.10a je nakreslen
priklad charakteristiky nelinedrniho rezistoru. V Useku u; £ u £ uj,; ma aproximovana

charakteristika sklon dany dynamickou vodivosti

Gy = li+g - i (4-14)
Ui+1 - Ui
a protind osu napéti v bodé u=Ug a osu proudu v i=1q. Rezistor je tak mozno

nahradit ekvivalentnim sériovym spojenim zdroje napéti U a vnittniho odporu
Ry =1/Gy4 nebo paralelnim spojenim zdroje proudu | a téhoZ vnittniho odporu.
Popsany postup se jevi jako velmi vyhodny, protozZe ptivodni nelinearni obvod se da nyni
reSit jako obvod linearni. Problém je v&ak v tom, Ze v kazdém intervalu jsou parametry
nahradniho obvodu jiné a na po¢étku analyzy obvodu ani nevime, kde mame reSeni
hledat. Obsahuje-li obvod takovych prvki vétSi mnozstvi, velmi rychle narista pocet
, moznych kombinaci poloh pracovnich bodi na
”T jednotlivych charakteristikach a feSeni maze byt i
Zzapomoci poéitate ¢asoveé nedinosné narocneé .
Anayzujeme-li obvod s ¢asové proménnymi
signdly, musime dale neustale sledovat okamziky
piechodu prvki z jednoho intervalu do druhého a

|
|
|
|
|
: — nekterych pripadech i konfiguraci feSeného
u

— .//: odpovidajicim zpasobem menit parametry a v
of 7
107'/ Uo u; i+l u obvodu.
’ Z uvedenych davodti se po castech linedrni
Obr.4.10a aproximace uZiva prevazné jen pro aproximaci

charakteristiky diody nebo Zenerovy diody, tj. v
piipadech, kdy pro funkci prvku je rozhodujici pouze jediny bod zlomu na
charakteristice. Charakteristika typické diody je na obr.4.10b. Je-li anodové napéti

Ugk zéporné nebo malé kladné, proud diodou Ize zanedbat. AZ dosahne anodoveé napéti
nekolika desetin voltu, proud velmi rychle roste. Charakteristiku tak mazeme nahradit
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Obr.4.10b Obr.4.10c
dvéma poloptimkami, které se stykaji v bode Uge =U . Pro uy <U, dioda nevede a
chova se jako rozpojeny obvod. Pro ug >U , dioda propoudti proud a chova se jako
sériové spojeni zdroje napeti U, a malého vnitiniho odporu. Je ziggme, Ze pti zmene
stavu diody dochdzi i ke zméné poctu vétvi analyzovaného obvodu, obvod méni svoji
konfiguraci arovnice obvodu dostavaji jiny tvar.
Na charakteristice Zenerovy diody (obr.4.10c) nas zajiméa piedevsim ablast zapornych
napéti v okoli bodu ug, =U ,, kterd se pouZiva ve stabilizétorech stejnosmérného napéti.
| zde je pouziti aproximace lomenou piimkou naprosto opravnéné.
Poznamengime jeste, Ze jsme se s moznosti aproximace lomenou piimkou jiz setkali v
piipadé zesilovace s operacnim zesilovacem, obr.4.8b.

4.3.3. Aproximace a inter polace polynomem

V okoli pracovniho bodu Q rozvineme zavisdost i=f(u), popisujici nelinearni
charakteristiku prvku, v Taylorovu fadu
' iofu,)
3

iQUo) iagQ)(u-UQ)2+

i(u):IQ+ 1 (u-UQ)+

Jednotlive derivace di/du jsou vyhodnoceny v pracovnim bodé u=Ugq ajsou to proto

(u-Ug P +.. (4-15)

vzhledem k u konstanty. Proto ze psét

i(u) =y +by(u- Ug)+bslu- Ug P +bslu- Ug P +.. (4-16)
resp. po provedeni naznacenych operaci
i(U)=ag +agu+ayu? +agu® +.. @ -17)

Pri praktickych vypoctech ovSem misto nekonecné fady pouzivame pouze kone¢ny pocet
¢lent fady. Zavidlost je pak nahrazena polynomem n-tého stupné. Volba stupné
polynomu je zaloZzena na kompromisu mezi presnosti a jednoduchosti aproximace.
Volime-li n=1, omezujeme se na prvni dva ¢leny, zanedbdvame nelinearitu prvku a
charakteristiku linearizujeme.

NejjednodusSi aproximace, kterd nelinearitu respektuje, je aproximace polynomem 2.
stupng, tj. ndhrada charakteristiky kvadratickou parabolou (obr.4.114)
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ip=bo+b1(u'UQ)+b2(U-Uq)2=ao +agu +au?, (4-18)
kde
a0:b0'blUQ+b2UQ2’ a, =b - 2bU,, a, =b,. (4-19)

Tuto aproximaci pouzivame pro monotonni charakteristiky a z paraboly vyuzivame
pouze jednu (obvykle rostouci) vétev.

[A]
0,3

0,2 4

0,1

of " o5 1,0  1,5[V]
Obr.4.11a Obr.4.11b

Aproximace kubickou parabolou, n=3 (obr.4.11b) umoznuje vystihnout existenci
inflexniho bodu a dvou extréma na charakteristice. Pro proud pak mizeme psét

i, =by +bl(u— UQ)+b2(u— UQ)2 +b3(u— UQ)3 =a, +auta,u’ +agu®

(4 -20)
kde
adg =b0- blUQ +b2UQ2- b2UQ3, a1 =b_|_- 2b2UQ +3b3UQ2, (4—21), (4—22)
a2=b2'3b3UQ, a3=b3. (4—23)

Polynomy vysSich stupiitt se k aproximaci pouzivaji jen zfidka a to tehdy, vyzadujeme-li
vySSi presnost aproximace a vypoéty provéadime pocitatem.

Ur éeni koeficienti aproximaéniho polynomu n-tého stupné

Pro polynom n-tého stupné musime stanovit hodnoty n+1 koeficientd bg,by,by.....b,
nebo ag,ay,as,..., @, - At jiZ uréime koeficienty jakymkoli zpisobem, musime se nakonec
vzdy piesvédeit, jak aproximagni polynom probiha a zda je ziskana aproximace v
pozadovaném intervalu proménnych vyhovujici.

Potiebujeme-li polynomem aproximovat zavidost, ktera je dana analytickym vyrazem
(napt. exponencidlni funkci), ktery ndm ale pro dany G¢el nevyhovuje, vypocitame
piislusné derivace i(UQ),i‘lpr),... v pracovnim bodé u=Ugqg a z nich potiebneé
koeficienty.

Obvykle vSak vychézime z namérenych hodnot, které mame ve forme tabulky nebo
grafu. Pak volime mezi inter polaci a aproximaci na ngimensi kvadratickou chybu.
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Aproximace inter polaci
je postup, kdy se aproxima¢ni polynom n-tého stupné piesné shoduje s pavodnim
pribéhem v n+1 bodé. Tim jsou dany podminky pro uréeni potfebného poctu
koeficientt.
Pro interpolaci kvadratickou parabolou napi. potiebujeme ur¢it 3 koeficienty.
PoZadujeme proto, aby aproximacni polynom prochazel 3 méienymi body, které na
charakteristice zvolime. Pak v souladu s obr.4.12a musi platit
iy =ay +aU; +a,u,°,
iy =ag +ayu, +a,u,”, (4-24)
i3 =ag+agus +a2u32.
Dostali jsme soustavu lineérnich rovnic, j&imz ieSenim jsou hledané koeficienty.
Proces se zjednodusi, jelli up =Uq, napéti v pracovnim bodg, a intervaly mezi

zadanymi body U, Up, Ug jsou zvoleny tak, Ze plati u, - Uy =ug - Uy = Du. Ukazuje

to obr.4.12b.
Pak dostaneme pro hledané koeficienty

g +ig- 20,
2Du?

. ig-i
bo =iz =1q. b1=2Dul’ b,

(4-25),4-26),(4-27)

Obr.4.12a Obr.4.12b
Priklad 4.1:

Pro kiemikovou diodu byly naméteny hodnoty uvedené v tabulce:

uf[Vv] |0,20 0,40 |0,50 055 |060 [0625 [0,65 |0,675 |0,70
i[A] |0 0 0,0005 |0,004 /002 |010 |045 |060 |10
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Interpolace kvadratickou parabolou kolem pracovniho bodu Ug =0,6V s Du=01V
vede na polynom

i = 48,025u° - 52,6325u +14,3105,
interpolace za podminek Ug =0,65V, Du=0,05V davapolynom

i o = 24U° - 214u+4,22.

Vysledné parabolické prabéhy jsou nakresleny na obr.4.13a. Krouzky v obrézku oznadéuji
namétené body. Je zigimé, Ze ndhrada skutecné charakteristiky polynomem 2. stupng je

,_,1,0 | | | '_|1,0 : | : :
g ......... : ......... : ......... : ..... é : : : I
(A BN S B I~ o
0 : A
— | L
os—"te vz | I
050 055 060 065>UulVl 00 064  068->ulV]
Obr.4.13a Obr.4.13b

veelku prijatelna v intervalu napéti mezi 0,6 a 0,7 V. Pro napéti nizSi nez asi 06 V je
prakticky nepouZitelna
Ktivkou oznacenou jako i,3 je na obr.4.13b zakreslen prilbeh polynomu 6. stupng,

proloZzeného sedmi body od u=0,5V do u=0,7. V obrézku je vykreslena jen ¢ast mezi
0,6 a0,7 V. ProtoZe piesnost naméiené charakteristiky byla mald, snaha vést interpolacni
kiivku vSemi namétenymi body zigimé vede k vysledku, ktery se pro dalsi pouziti
nehodi.

Aproximace s ngimensi kvadratickou chybou.

Abychom potlagili vliv nepresnosti pii méreni charakteristik a soucasné vyuzili toho, Ze
namétenych bodi méme k dispozici vétSi mnozstvi, pouzivame casto aproximaci
vedouci na ngmenSi kvadratickou chybu. Predpokladame, Zze mame m bodu
charakteristiky a chceme jeji pribéh aproximovat polynomem nizkého stupné n<m:-1.
Aproximaéni polynom nebude ovSem v obecném piipadé prochézet vSemi namérenymi
body, ale miZe prochézet v jegich blizkosti. Za optimalni pak povazujeme takovou
aproximacni funkci, kterd4 nejlépe spliiuje ndmi stanovena kritéria shody. Pri ni je
minimani tzv. G¢celova funkce s, kterou v tomto pripadé definujeme jako sumu ¢tverci
odchylek mezi naméirenymi a aproximovanymi hodnotami ve vSech zadanych bodech, tj.

2
s=ém[ij—ip(uj)]zzg[ij-(a0+a1uj+a2uj2+...+anuj”)] . (4-28)
j=1 j=1

Indexemj=1, 2, ..., m oznacujeme souiadnice (u i ) namgétenych bodi,

ip= f(u) je aproxima¢ni polynom n-tého stupng.

Ucelova funkce s je zigimé funkci koeficienta polynomu, s =s (ao,al,...,an). Bude
minimani tehdy, kdyz vSechny jegji parcidni derivace podle jednotlivych koeficienta
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budou sougasné rovny nule. Dostaneme tak soustavu n+1 linedrnich rovnic, jegjichz
feSenim jsou hledané koeficienty.

Napt. pii aproximaci kvadratickou parabolou i, = a0+alu+a2u2 dostaneme tii rovnice
ve tvaru (vSechny sumy jsou pro j=1 aZ j=m)

é 2y B U0 o 6 2

~ m au; auj - égyu ¢ alj u

?o o 2 o 3lﬁ|,é [:I eo. u

éau;, aui®© au il @m.=eaiiu a . (4-29)
= ] ] ) ettu X4 T

e 2 A €o 2U

o o o u o . ’

@u® &u® Aufy &l giju’y

Hlavni vyhodou tohoto typu aproximace je ¢astecné potlaéeni vlivu chyb (nepresnosti)

pii urceni vychozich hodnot. Pouziti aproximace na neimensi kvadratickou chybu

piipomind pouziti kiivitka pri zakreslovani kiivky do grafu. (Tam se také nesnazime vést

¢aru véemi vyznaenymi body, ale tak, aby co nejlépe v celém intervalu vystihovala

namérenou zavislost) Na obr.4.13b je oznacena jako iy kvadraticka parabola

aproximujici charakteristiku diody z minulého piikladu. Vypocet vychézel z péti
namétenych boda v intervaluu=0,6 V azu=0,7 V.

4.3.4. Aproximace exponencialni funkci

Aproximaci exponencidni funkci pouzivame zvlé&ste pro zavislosti, které jiz na zakladé
fyzikdlnich princip maji exponencialni charakter. Jde predeviim o charakteristiky
polovodicovych prechodis PN pouzivanych v diodach a tranzistorech. Aproximace méa
tvar

ip=1oe™ (4 -30)
ajeuréenadvéma parametry: 15 aa.
Vyneseme-li zavislost i, = f(u) do grafu s linearnim délenim vodorovné osy napéti a

logaritmickou stupnici na svislé ose proudu, jak je naznateno na obr.4.14a, dostaneme
piimku

Inip =Inlg +au. (4-31)
Ptimka protind osu proudu v bodé Inly amasklon rovny parametru a. Hledané

'_|5 T T T T T T T

< R 00

€0 . ! : L = |...... L [ TR

Ry atiad IERLL BRSO

10 | b A PP [ O - Lo N

-15 ! ! ! 0 ! ! !

0,2 0,4 0,6 > u[V] 0,2 0,4

Obr.4.14b Obr.4.14c

parametry aproximace proto nejsnadngji uréime tak, ze naméiené body vyneseme v
semilogaritmickcych souradnicich a prolozime jimi piimku. PoZijeme-li pifitom
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aproximace na nejmensi kvadratickou chybu, uréime hodnoty | aa ze soustavy rovnic
(symbolem sumy opét oznatujeme soucet pro vsechnaj=1, 2, ..., m)
ém  Aujl dniga €3 i U

u— €s

é L0 & . (4-32)
U aui“g éag eujlnijg

Priklad 4.2:

Na z&kladé sedmi hodnot z tabulky minulého prikladu pro u=0.5 V az u=0.7 V
vypocitéme
Inlg =-27.5714, a=40.0822V"1, 1,=1.06110" 1A  Odpovidgjici zavislosti v
semilogaritmickém i linedrnim mefitku spolu s namétenymi body jsou nakresleny na
obr.4.14b,c.

4.3.5. Jinédruhy aproximace

V nekterych piipadech se pouziva k aproximaci i jinych analytickych funkci. Prikladem
maze byt funkce arctg(x), vhodna pro aproximaci zavidosti symetrickych podle
pocédtku a vyznatujicich se saturaci , jako napt. magnetizatnich kiivek B = f(H)
ferromagnetickych materidlt  nebo weberampérovych charakteristik Y = f(i)
nelinearnich induktora.

4.4. Metody analyzy nelinear nich obvodi

Jak jiz bylo uvedeno, postup pfi analyze chovani nelinedrniho obvodu musime vzdy

peclivé valit s ohledem na konkrétni situaci, tj.

- podle druhu obvodu (nesetrvacny, setrvacny)

- podle velikosti signalu (maly, velky)

- podle toho, jaké jevy chceme sledovat (poloha pracovniho bodu, prechodné jevy,
ustaleny stav, stahilita, ... )

- podle zpisobu popisu nelinearity obvodu (charakteristiky ve forme tabulek nebo grafi,
aproximace analytickym vyrazem).

Problematiku ndzorné ilustruje vyvojovy diagram analyzy na obr.4.15.

Analytické FeSeni

Analyticky vyraz

I
P

Graf charakteristiky

Numerické fesSeni

Aproximace

Grafické reseni

W IN

Obr.4.15
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V zésadé mizeme vychézet z grafickych nebo analytickych zptisobi popisu vlastnosti
nelineérnich obvodovych prvki a pro vlastni feSeni méme pak k dispozici grafické,
analytické nebo numerické postupy.

4.4.1. Grafické metody

Grafické ieSeni se da pouzit pro jednodusSi obvody. Vychézi ptimo z grafa
charakteristik. Je obvykle jednoduché a nazorné, vyZaduje vak peclivost a zrugénost pri
realizaci jednotlivych operaci. Nevyhodou grafického ieSeni je, Ze neni obecné. Plati
pouze pro danou konkrétni situaci a pti kazdé zmeng v zadani obvodu je tieba celé reSeni
od za¢éatku opakovat.

Obr.4.16a ukazuje, jak odvodime graf &asového pribéhu proudu nelinearnim
rezistorem, zname-li pribéh napéti na prvku (na obrézku je uvazovéno harmonické
napéti se stejnosmeérnou slozkou, u(t) =Ugq +Upsinwt ). K ose napéti prikresime graf
¢asového prubéhu u(t) a jeho ¢asovou osu rozdélime na dostatecny pocet malych
intervalti. Pripravime si souradny systém pro zavislost proudu na ¢ase ai najeho casové
ose vyznacime odpovidgjici intervaly. Pak postupné promitame okamZité hodnoty napéti
pies charakteristiku prvku a vysledny proud vynasime do piipravené soustavy souradnic.
Je-li nelineérni rezistor napgjen ze zdroje s danym vnitfnim napétim U; a nenulovym
vnitinim odporem R;, jak ukazuje schéma na obr.4.17a, hleddme velikost proudu
obvodem i = 1o anapeti narezistoru u=Uq graficky pomoci tzv. zat€Zovaci primky.

V obvodu zigjmé plati
u=U;-iR. (4 -33)

i

Obr.4.16
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Tojelineérni vztah mezi napétim u a proudem i, jehoz grafickym vyjédienim je ptimka v
soufadné soustaveé u,i (obr.4.17b). Ta protind osu napéti v bodé u=U; (pro osu napéti
plati i=0) a osu proudu v bod¢ i =U; /R, (pro tuto osu je u=0). Bod Q, ve kterém se
tato ptimka protiné s charakteristikou prvku, je jediny bod, v némz zéavislost proudu i na

-

Ri gi}
— R,
o O Rk

Obr.4.17a Obr.4.17b

napéti u soucasné splivje rovnici (4 — 33) danou 2. Kirchhoffovym zékonem, a
odpovida ampérvoltové charakteristice i = f (u).

Naobr.4.17c¢ je ukazano, jak se meni poloha pracovniho bodu pii zméné vnitiniho napéti
zdroje. Protoze je vnitini odpor konstantni, konstantni ziistavai sklon zatézovaci primky.

1

=
/I;

== =
4

I=

=~
v

=\

K K K K=
i U, 4

Obr.4.17c Obr.4.17d

Obr.4.17d naopak odpovida situaci, kdy vnittni napéti je konstantni, ale méni se vnitini
odpor zdroje. Cimje R; vétd, tim mendi je sklon primky. Pti R, =0, kdy Ug =Uj, je
zatézovaci ptimka rovnobézna s osou proudu. Odpovidajici pracovni bod je oznagen
jako Qq.
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Sériové nebo paralelni spojeni dvou nebo vice nelinearnich rezistori Ize nahradit
jedinym rezistorem s odpovidajici nelinedrni charakteristikou. Takto je mozno obvad,
ve kterém mazeme sériové a paralelni kombinace identifikovat, postupné zjednoduSovat

avyiesit.
=iy 7f<u

! & ::/ 7 / |
. o~ ¥ .
= - ’ i,=f,(u))

— | i=fu)

u,)
v)
L,1, 1%

i,1,,1

0 —>u,u.,u 0{ —>'4,0,u

Obr.4.18a Obr.4.18b

Jsou-li rezistory v sérii, jak ukazuje obr.4.18a, protéka jimi stejné veliky proud a napéti
na sériové kombinaci je rovno souctu diléich napéti na jednotlivych rezistorech.
Charakteristiku sériové kombinace pak odvodime bod po bodu. Pro kazdou hodnotu
proudu |, odecteme z charakteristik obou rezistori prisiusna napéti a vyneseme

celkové napéti pro tento proud. Charakteristiky graficky se¢itdme ve sméru osy napéti.
Pri paralelnim spojeni (obr.4.18b) naopak volime napéti, z charakteristik zjistime dil¢i

proudy a jejich souctem ziskadme celkovy proud. Charakteristiky graficky secitame ve
sméru osy proudu.
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