4.4.2. Analytické metody

Vyznam analytickych postupt feSeni spociva v tom, Ze vysledek ziskdme v obecném
tvaru. Pfi zménéch parametri obvodu pak stati dosazovat do vyslednych vztaht pouze
konkrétni hodnoty a feSeni jiz nemusime opakovat. Potiz je v tom, Ze feSeni nelinearnich
problémd, se kterymi se v praxi setkédvame, vede v naprosté vétSing piipad na rovnice,
které feSeni v uzavieném tvaru nemaji. Proto se analytickych metod pouziva vétSinou jen
pro demonstraci nékterych obecnych vlastnosti nelinedrnich obvodi. Ukézeme to na
dvou prikladech.

Priklad 4.3: Vznik vySSich har monickych v nelinearnim obvodu

Uvazujeme nelinedrni rezistor s charakteristikou aproximovanou polynomem n-tého
Sstupneé
. 2
|p = bO +b1(U' UQ)+b2(U' UQ) +...+bn(U' UQ)n,
na ktery bylo privedeno napéti
u=Ugqg +Uy, coswt.
Pro proud rezistorem pak plati
i =bg + U, coswt +boU m2 cos®wt + bsU m3 cosSwt +..=
3 3coswt + cos3wt +

4
Vydledny vyraz rozdélime na¢leny, nasobené coskwt, kde k =0,1,2,...,n.

Pro k=0 dostaneme tzv. stejnosmérnou slozku, ktera je konstantni v éase

|0 :bo +%b2Um2 +§b4Um4 +...

+
:b0+b_LUmcoswt+b2Um2%+b3Um

Pro k =1 dostdvdme harmonicky pribéh s kmitoétem w stejnym jako je kmitocet
napdj eciho napéti. Jde o tzv. zakladni nebo prvni harmonickou slozku

[, coswt = Q%lu mt %bgu m3+...gcoswt .
e @

Déae médme 2. har monickou

|, cos2wt = %bzu m2 +%b4U m4 +.. Scosawt
e 2

avysSi harmonické slozky.

Nelinearni prvek zpisobil vznik sloZzek proudu snovymi kmitocty. Tento jev se da
vyvolat zamérné a vyuzit k nasobeni kmitoétu celym ¢islem tak, jak je to potieba napr.
v rédiovych vysilagich nebo kmitoctovych Ustrednach. Na druhé stran¢ vSak mize jit o
jev nezédany. Vznik vySSich harmonickych kmitocti pak poklédame za projev tzv.
nehar monického zkr esleni zpracovavaného signélu.

Pti podrobnéjSim rozboru popsané situace dale zjistime, ze

- liché ¢leny polynomu generuji liché harmonické slozky (liché nasobky zékladniho
kmitoctu)

- sudé ¢leny polynomu ovliviiuji velikost stejnosmérné slozky a generuji sudé
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harmonické
- maximalni ¥ad harmonické je roven stupni polynomu n, kterym aproximujeme
charakteristiku nelineérniho rezistoru.

Priklad 4.4; Vznik kombinaénich kmitoéti

Uvazujeme opét rezistor, jehoz charakteristika je aproximovana polynomem. Napéti na
rezistoru je sloZzeno ze stejnosmérné slozky a dvou harmonickych napéti s rozdilnymi
amplitudami a kmitocty

U=Ugq +U py coswyt +U pp Coswt .
Pro jednoduchost se v daSim omezime na piipad, kdy je pouzito aproximace
kvadratickou parabolou, n=2. Pro okamZitou hodnotu proudu pak plati

i =bg + bl(U m1 Coswit +U 0 coswzt) +

+by|U ml2 cos? Wit + 2U U o coswqt coswt +U m22 cos? wot
Provedeme Upravy ¢lent obsahujicich étverce a souciny kosini a rozdélime vysledek
podle kmitocti. Dostaneme tak
stejnosmérnou slozku bg + % b, (U mlz +U m22) .
ob¢ z&kladni harmonické bl(U my Coswit +U o coswzt),
ob¢ druhé harmonické %bz (U mlz cos2w;t +U m22 cos2w 2t)
anavic dvojici sozek stzv. kombinaénimi kmitoéty

b,U U ma[cosiwy +w, )t +cos{w, - w; )1]

Amplituda sloZzek s kombinagnimi kmitocty je Umérné soucinu amplitud U qU o . Tyto
sloZky proto existuji pouze tehdy, jsou-li jak Uy, tak i U p raznéod nuly.

Novych kmitoctd vyuzivame pti konverzi kmitoétu napf. ve sméSovatich radiovych
piijimact nebo v televiznich retranslaénich stanicich a dale pii procesech modulace a
demodulace.

Nezédoucim jevem na druhé strané je vznik tzv. intermodulaéniho zkresleni v
zesilovagich  akustického signdlu, které byva daleko ruSivejSi nez zkredeni
neharmonické.

Poznamka: Podrobngjsi rozbor s aproximaci polynomem vysSiho stupné n>2 ukéze, ze
kombinagni slozky mohou mit kmitocty

iwy + jw, i,j=42,.,n, kde i+ j£n.
Napi. pro n=4 miazeme ziskat kmitocty

Wy Wy, 2W; Wy, Wy +20W,, 2(W1 iwz), 3, tW,, Wy =30,
Pri analyze dozitgjSich obvodi na zékladé analytického vyjédieni nelinedrnich
charakteristik sestavime nelinedrni algebraické (tj. nediferencidni) rovnice a ty pak
teSime pro neznama napéti a proudy. ReSeni téchto rovnic v uzavieném tvaru je mozné
jen v téch nejjednodusSich pripadech ai pak je relativné slozité, jak ilustruje ndsledujici
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priklad. V naprosté vétsing prakticky vyznamnych piipadi vSak feSeni v uzavieném tvaru
neexistuje a obvodoveé rovnice musime ieSit numericky.

Piiklad 4.5:
Ampérvoltova charakteristika nelinearniho rezistoru je pro ud 0 popsana kvadratickym

polynomem i=a, u?, a, >0.

Hledame proud i a napéti u, je-li rezistor napgjen ze zdroje napéti U; >0 s linedrnim
vnitinim odporem R; .

Podle 2. Kirchhoffova z&kona plati u=U; - i.R;. Dosadime za proud, upravime a
dostaneme kvadratickou rovnici

U.
ul+ 1 u- ——=0
R R
1 1
sieSenim u=-——+———_f1+4a,RU; .
2a,R  2a,R 2RU;

(ProtoZe U; >0, musi byt u>0 a proto uvaZzujeme pouze teSeni s kladnym znaménkem
pted odmocninou.)
Je-li v konkrétnim piipadé napt. a, = 2AV "2, R =10W,U; =2V (konstantni napéti),
vypoditdme u=0.292214 V, i=0.170779 A.
Je-li ke konstantni slozce napéti zdroje pricteno harmonické napéti s amplitudou
U, =1V askmitoétemw, tj. U; =2+sinwt, okamZita hodnota napéti zdroje se meni
od minimdni hodnoty 1 V do maximani hodnoty 3 V a odpovidajici napéti na
nelinedrnim rezistoru a proud v obvodu pak jsou

Umin = 0.2V, imax =0.18A a Uy =0.363104V, iy, = 0.163690A .

Pro prabeéh napéti v zavislosti na ¢ase pak dostaneme
u(t) =0.0259- 1+ \/1+ 160 +80coswt] = - 0.025 + 0.317214,/1+ 0.496894 cost .

Odmocninu v1+ x rozvinemev fadu

.1 15 13 5 4
\/E—1+Ex- §X +EX - EX +...,
takze
u(t) = 0.292214 + 0.078811coswt - 0.019703cos? wt +0.0098514cOS° Wt - ...
Napéti u(t)je Zkresleno vySSimi harmonickymi a proud i(t)v dusledku toho také.
Sériovy odpor R, zpusobi, Ze t&d nejvySSi harmonické neni omezen stupném
aproximagniho polynomu.

4.4.3. Numerické metody

Numerické metody umoziiuji feSeni nelinedrnich rovnic elektrickych obvodi pomoci
pocditate. ProtoZe tyto rovnice nemaji v obecném piipadé reSeni v uzavieném tvaru,
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pouZiva se pii feSeni iteraéniho postupu, tj. postupu zaloZzeném na postupném
priblizovani ke konecnému vysledku. Nejdilezitéjsi z téchto metod ukézeme na prikladu
FeSeni nelinearni rovnice o jedné nezndmé

f (x) =0.
Hledame koren X = Xq , pro ktery je danarovnice spinéna. O funkei f(X) predpokladame,
Ze je spojita ama jen jeden koien.
M etoda pileni intervalu je jednoducha a spolehliva. Vychazime z toho, Zze zname body
X4 & Xp, Xg <Xp, ve kterych se hodnota funkce f(x) liSi znameénkem. Hledany bod
Xg musi proto lezet mezi dolnim a hornim okrajem intervalu (xd ,xh).
Nalezneme stiedni bod x¢ = (xq + X, )/2 avypocitéme v ném funkeni hodnotu f (xs ).
Podle jgiho znaménka rozhodneme, ve které poloving ptvodniho intervalu koren
Xg |ezi. Dostali jsme tak novou dvojici bodi Xq, X . Pokracujeme stejnym zpiisobem
tak dlouho dokud absolutni hodnota funkce f(x) nepoklesne pod pozadovanou hranici
piesnosti feSeni.
Metoda secen, nékdy také nazyvana regula falsi, vychazi rovnéZz z dvojice bodi
Xd» Xp , ohrani¢ujicich interval, ve kterém lezi hledané reSeni. Na obr.4.19a je graficky
znézornén princip metody. Sestavime rovnici secny, tj. primky prochéazejici body
(xg, f(xq)) a (xn, f(xs)) a vypocitéme souradnici Xq) Iejiho priseciku s osou x.
Znaménko hodnoty f(X(l)) pak urei, ve kterém dileim intervalu mame kofen Xg hledat.
Poté vypocteme opét polohu bodu X a funkéni hodnotu hodnotu funkce f(X(z)) a
dale pokra¢ujeme stejnym zptasobem opét tak dlouho, pokud je to nutné.

X

X, x(\ —>x

Obr.4.19a Obr.4.19b

Velmi (ginna je Newtonova metoda teéen (Casto nazyvand Newtonova - Raphsonova).
Na rozdil od metody puleni intervalu nebo metody regula falsi vychézi z jediného
pocatecniho bodu (xo, f(xo)) na kiivce f(x). Prasecik tecny ke kiivee v tomto bod¢ s
0sou X oznacime jako X@) @ pokladame jgj za vychozi bod dalSiho reSeni.

Plati zigjme
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DX(l):X(l)-XO:-%);%)), (4 -31

kde f t(xo) je hodnota derivace dfd_(x) v bodé x=xg.
X
Proto
(X
X(1) = Xo * DX(2) =0 - f(x?)) : (4-32
f(X(l))
X(2) =X(1) *DX2) =X0) - 7 xa)’ ad., (4-33)
obecné v i-tém kroku iterace( )
FAX(-1)
X(i) = X(i-1) - . 4-34
(|) (l 1) f X(i—l) ( )
Resime-li soustavu n nelinedrnich rovnic
fl(Xl,Xz,...Xn)zo,
f2(Xl,X2,...Xn)=O, (4 _35)
fn(xl,xz,...xn)=0
neboli
f(x)=0, (4 —36)

kde f jevektorovafunkce,
X je vektor neznamych feSeni Xq,%oQ - XnQ

0 jenulovy vektor,
vektor oprav Dx ziskame feSenim linearni rovnice

J.Dx =-f(x), (4 -37)
kde
=%(X) je tzv. jakobian soustavy, tj. étvercovd matice N~ N, jgiZ prvek v
X
D . U [
i-tém radku a j-tém sloupci je roven parciéni derivaci ‘"— .
X.
i

Poznamka:
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Resime-li obvod metodou uzlovych napéti, je jakobian roven admitanéni matici
obvodu, ve kterém vystupuji dynamické vodivosti nelineérnich prvka, tj. jejich
linearizované parametry, uréené v aktualnich pracovnich bodech.

Priklad 4.6: Itera¢ni feSeni obvodu s diodou, jehoz schéma je na obr.4.20a

Parametry  U; =2V, R =100W, charakteristika R,
diody i=1,ed =10 124V — j’i
Rovnice obvodu jsou:
SU; +R1e™ +u=f(u)=0 “i“)K) ¥ v
f(u)=-2+10710e% 1y

f¢u)=1+4.10 %M

Obr.4.20a
Vyjdeme z poc¢éecniho odhadu napéti na diodgé
Upg = 0.6vV.
1. krok iterace
f .
Dufy) = - (Uo) _ 12489 _ 110y ) = 05883/

fdug) 106.96
2. krok iteracevedena  u(p) = 0.5846V ,

konecné feSeni s presnosti na4 platnamistaje ug = 0.5843V,ig = 0.01416A.

Priklad 4.7: Iteracni feSeni dlozitéjSiho obvodu se dvémadiodami z obr.4.20b.

Obvod budeme feSit metodou uzlovych napéti. Proto zdroj napéti U; v s&rii s Ry
nahradime ekvivalentnim zdrojem proudu. Redime pak obvod na obr.4.20c.
Charakteristiky obou diod jsou aproximovany vztahem i =10 124

R =80 R,=25Q R,
I LT ' LI

O o ey {O I8 B e

i

Obr.4.20b Obr.4.20c

Rovnice pro uzlova napéti vychézeji z 1. Kirchhoffova zakona pro proudy v obou
nezévislych uzlech
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1 1 U.
Elul*'R_z(Ul' Uz)"'lseaul - Ellz fl(ul'uz):o

i(Uz - Ul)“seEluz = fz(UrUz):O
R,

Linearizované rovnice v maticovém tvaru jsou

%61 +G, +al ™Y -G, Y eduy)u_¢ fliul(. 1),uz(i-1)%u
g - G, G, +al ™2V Duz)a & Tolui-1)uz-1)g

V jazyku MATLAB mizeme Ulohu zapsat napi. takto:

% lterativni reseni prikladu se dvena di odam

Gl=1/8; &X=1/25; U =2; % par ametry obvodu

a=40; | s=le-12;

u=[0.7;0.7]; % pocat ecni odhad uzl ovych

napet i

del ta_u=[1000; 1000]; % pocat ecni stav vektoru

opr av

i ter=0; % pocitadl o iteraci

whi |l e max(abs(delta_u))>0.0001 % zacatek iteracni ho cyklu
i D1=I s*exp(a*u(1)); % pr oudy di od

i D2=I s*exp(a*u(2));
mat =[ Gl+&+a*i D1, -&X; -&, X+a*iD2]; % matice soustavy
% prave strany
b=[-(Gl*u(1) +&*(u(1)-u(2))+i D1-GL*Ui);
-(&*(u(2)-u(1))+D2)];

del ta_u=mat\ b; % vypocet opravy
u=u+del ta_u; % opr avena napeti
iter=iter+1; % pocitej iterace
end
format | ong % f ormat zobrazeni vysl edku
iter % cel kovy pocet iteraci
u % vysl edna napeti

Vychazime-li z po¢ate¢niho odhadu u;=u,=0,7 V, je vysledné reSeni po 9 iteracich

Ui =0,645805[V], Uy =0,551321[V].
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